Chapitre 13
Suites réelles et complexes

Plan du chapitre
1 Généralités sur les suites . 1
1.1  Introduction . 1
1.2 Opérations sur les suites . 2
1.3 Majorations, minorations 2
1.4  Sens de variation 3
2 Limite d’'une suite 4
2.1  Limite finie — suite convergente . 4
2.2 Limite infinie . . 8
2.3 Opérations sur les limites 9
2.4  Limites et inégalités 11
3 Sensde variation et limites . 12
3.1 Suites monotones . 12
3.2 Suites adjacentes 13
4 Extraction de suites . 14
4.1 Suites extraites e e 14
4.2  Lethéoreme de Bolzano-Weierstrass . 17
5 Suites complexes . 20
5.1 Généralités. .o 20
5.2 Limite d’'une suite complexe 21
5.3 Suites extraites (cas complexe) 21
6  Suites particulieres . e e e e 22
6.1  Suites récurrente linéaire d’ordre 1 . 22
6.2  Suites récurrente linéaire d’ordre 2 . 23
6.3 Suites récurrentes d’ordre 1, cas général . 25
7 Meéthodes pour les exercices. 28
1 Généralités sur les suites
1.1 Introduction
| Définition 13.1 I _____________________________________________________________________
E On appelle suite réelle toute application u : N — R. Elle est généralement notée (u,),cn ou (uy,). E
E Le réel u, est appelée le terme général de la suite (u,),cn. Lensemble des suites réelles est noté RN, E
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Suites réelles et complexes

Remarque. On peut aussi définir des suites u : N* — R, ou plus généralement des suites u : [ng, +oo] — R avec
no € N. On notera alors (uy),>,, une telle suite.

On peut définir une suite réelle de plusieurs fagons :
e Explicite: (n2 —1)peny  ou  “Soitla suite de terme général u, = Inn”  (définie pourn > 1)

up =1
3 up =3
e Par récurrence: up =1
Upy1 = 2u, pourtoutn € N
Upio = Up+1 +u, pourtoutn €N

e Implicite: pour tout n € N, on définit le réel x,, comme étant 'unique solution de I’équation Inx+x = n.
On définit ainsi une suite réelle (x;,),en.

Remarque (Suites bien définies). Pour qu'une suite (i, ),cn soit bien définie, il faut s’assurer que pour chaque
valeur de n, 'expression de u, a un sens et est unique. Voici des suites mal définies :

v/
up = arctan (—) L . )
(Inn),.n 2 x, est'unique solution de x* = 1 —n pour toutn € N

up+) =tan(u,) pourtoutn € N

1.2 Opérations sur les suites

Définition 13.2 I_

Etant donné deux suites réelles u = (1, ),cn €tV = (v;),en et un réel A, on définit

e Lessuitesu+v, u—v, uv et Au de termes généraux respectifs u, +v,, u, —v,, u,v, et Auy,.

. . . 1 u 1
e Sila suite (v,) ne s'annule pas, les suites — et — de termes généraux — et —.
v Vn Vn

e Enfin,onditque u<v si VneN u, <y,

1
1
1
1
1
1
1
Uy :
1
1
1
1
1
1

1.3 Majorations, minorations

Définition 13.3 |

On dit qu'une suite (u,),cN Vérifie une propriété 3 a partir d'un certain rang lorsqu'il existe N € N tel que
la suite (u,),>y vérifie la propriété °B.

Définition 13.4 I

Une suite u € RY est dite...

1. majoréesi IM R VneN u, <M

. :
1 1
1 1
1 1
1 1
1
. 2. minoréesi dmc€R VneN u,>m E
: 3. bornée si (u,),cn est a la fois majorée et minorée. E
! o, . . 1
! 4. positivesi VneN u, >0 :
1 2 9 g 1
! 5. négativesi VneN u, <0 :
: 6. constantesi VYn €N u, | =u, ouencore dJC€R VneN u, =C :
1 - 1
' 7. stationnaire si (u,),cn €st constante a partir d'un certain rang, cad si :
1 - 1
1 1
5 CeR INeN Vu>N  u,=C :
1
e o o o o o m M M M e e e e R G S R M M e e e B e M MR M e M M M e e R e M M e e e e M M M 1
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Suites réelles et complexes

1
Exemple 1. La suite (u,),cn+ définie par u,, = {J est stationnaire mais pas constante.
n

Exemple 2. La suite de terme général (—1)" est bornée mais pas stationnaire.

Théoréme 13.5 |

Pour toute suite u € RY ,

(ttn)nen estbornée <= (|uy|),en est majorée

Remarque. On peut remplacer le “IJK € R” par “JK > 0” ou méme “JK > 100” : si la proposition est vraie pour
une valeur Ky, alors elle I’est aussi pour la valeur Ky + 100.

1.4 Sens de variation

Définition 13.6 — Sens de variation

Une suite réelle u est dite...
1. croissante si VneN u,1 > u,

. décroissante si VheN u, <u,

. strictement décroissante si VneN u, <uy,

2
3
4. strictement croissante si VneN up1 > u,
5
6

. strictement monotone si (4, ),cn €st strictement croissante ou strictement décroissante.

1
1
1
1
1
1
1
1
1
1
. monotone si (#,),en €st croissante ou décroissante. !
1
1
1
1
1
1
1
1
1
1

Il arrive que ces propriétés ne soient vérifiées qu’'a partir d'un certain rang. Toute suite croissante et décroissante
est une suite constante et vice versa.

Méthode - FEtudier la monotonie

Pour montrer qu'une suite réelle u est croissante, on peut :

e Montrerque:Vn €N u, 1 —u, >0
. 0 o u
e Si (uy) est strictement positive, montrer que : Vn € N —ntl >1
Up

e Siu, = f(n)avec f : R, — R une fonction donnée, montrer que f est croissante sur R .

P

n

Exemple 3. Etudier la monotonie de la suite de terme général u,, = Z A
k=1

. 1 /2
Exemple 4. Etudier la monotonie de la suite de terme général u, = o ( n) .
n
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Suites réelles et complexes

Exemple 5. La suite (u,),cn- de terme général u, = arctan(lnn) est croissante, puisque la fonction f : x —
arctan(Inx) est croissante sur [1, +oo[ (en tant que composée de fonctions croissantes).
Quelques résultats évidents :

e Par récurrence immédiate, si (u,) est croissante, alors pour tous p,q € N tels que p < g, onau, < u,.
e Siu est une suite croissante, alors —u est décroissante.
e Siu etvsontdes suites croissantes, alors u + v aussi.

e Siu etvsont des suites croissantes positives, alors uv aussi.

2 Limite d’une suite

2.1 Limite finie - suite convergente

On s’'intéresse a la notion précise de limite pour une suite, dont on donne d’abord une interprétation. Soit £ € R
et u une suite réelle. Dire que la suite («,) tend vers ¢ revient a vérifier I'assertion suivante :

(*) “Pourtout € > 0, le réel u, appartient a [€ —& 0+ 8] pour n assez grand ”

Exemple 6. On sait que la suite de terme général u, = (—1)" x — tend vers 0. Vérifions donc 'assertion ci-dessus
n
avec { = 0.

e Avece=1,onau,¢c [—1,1] pour tout n € N*,
1 11
e Avec € = i,onaun IS [—2,2] dés quen > 2.

Avec € ! onau, € 1 desquen >3
o Avi ==, —=,5 > 3.
3 Ondun Ty g desquen

1 1
e Plus généralement, pour tout € >0, onau, € [—¢€,€| dés quen > e puisqu’alors |u,| < — < €.
n

Lassertion (x) signifie bien que le réel u, finit par se rapprocher de plus en plus de ¢ lorsque n grandit, sans pour
autant atteindre ¢ a priori.

La définition de la limite se base sur l'assertion (x) avec deux transformations : d’'une part, puisque la valeur
|u, — ¢| représente la distance qui sépare u, de ¢, on peut écrire :

up € [(—el+e| = |u,—{|<e
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Suites réelles et complexes

D’autre part, dire que “|u, — ¢| < € pour n assez grand” revient a dire qu'’il existe un rang N a partir duquel
l'assertion |u, — ¢| < € est vraie, donc :

ANeN Vn>N  |u,—!l|<e

Nous obtenons finalement la définition suivante :

| Définition 13.7 |

Soit (u,) € RY,

1. Etant donné ¢ € R, on dit que la suite (u,),cn tend vers £ ou converge vers / lorsque

Ve>0 INeN Vn>N  |u,—/| <e

Un tel réel £ est alors appelé limite de la suite u.
2. Ondit que (u,) est convergente lorsque: I €R  u, — ¢
3. On dit que (u,) est divergente lorsque (u, ) n’est pas convergente.

Si (uy,) tend vers /, on peut noter :

Iim wu, =/ u, — 4 ou encore limu, =/ U, — ¢
n—r+oo n—r+-oo

Q Pour que la suite (u,) soit convergente, il faut qu’elle admette une limite finie.

Méthode — Montrer une limite finie en partant de la définition

Une fois € fixé, pour trouver un entier N qui convient, on part de I'équation |u, — ¢| < € d'inconnuen € N :

1. On trouve (par exemple en résolvant I'équation) une condition du type “n > qqch(g)” qui assure
que I’équation soit vérifiée.

2. Il suffit alors de poser N égal a n'importe quel entier > qqch(¢) et le tour est joué !

1
Exemple 7. Montrer que e» — 1 en utilisant la définition de la limite.



Utiliser la définition de la limite pour justifier une limite est la méthode la plus lourde ! Elle peut étre
utile mais n’est a utiliser qu’en dernier recours.

Théoreme 13.8 — Unicité de la limite (finie)

Soit 41, 4> eRetueRN. Si u,—¥0 et u,—4¥l alors {4 =4.
Autrement dit, la limite de la suite (u,) est unique.

Démonstration.

Théoréme 13.9 |

Soitu € RN et ¢/ € R.
up =>4 = u,—0—0 <= |u,—¢| -0

Méthode — Montrer que u, — ¢ par majoration de |u, — /|

Sila valeur de la limite ¢ est donnée a ’avance ou qu'on I'a devinée, pour montrer que u, — ¢, on peut
majorer |u, — ¢| par une expression v, qui tend vers 0.
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Suites réelles et complexes

|un_€| <w

= u, >/
v, — 0

Autrement dit : {

n
Exemple 8. Montrer que la suite de terme général u, = - Z k! converge vers 1.
n!
k=0

Théoréme 13.10 |

Pour tous u € RY et £ € R, si u, — ¢, alors |u,| — |£).

Démonstration. Comme u, — ¢, ona |u, — ¢| — 0. De plus, par la seconde inégalité triangulaire :

|un|—|€|‘ <|up—£| —0

donc |u,| — |£]. O

| Théoreme13.11 |

Toute suite convergente est bornée.

G. Peltier 7128
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2.2 Limite infinie

| Définition 13.12 — Limites infinies I

Soit (u,) € RN,

1. On dit que (u,) tend vers —oo lorsque, pour tout réel A, on a u, < A a partir d’'un certain rang :

VAeR INeN Vn>N u, <A

2. On dit que (u,) tend vers +eo lorsque, pour tout réel B, on a u,, > B a partir d'un certain rang :

Si (u,) tend vers +oo, on peut noter: limu, = —0 ou u, — 4o en précisant éventuellement “n — +o0” §'il
y aun risque de confusion.

Pour montrer qu’une suite (u,) admet une limite infinie en utilisant la définition, le procédé est similaire a celui
d’une limite finie. La méthode ci-dessous prend le cas d'une limite —o mais s’adapte a celui d'une limite oo,

Méthode — Montrer une limite infinie en partant de la définition

Une fois A fixé, pour trouver un entier N qui convient, on part de I'équation u,, < A d'inconnue n € N et
on cherche une condition du type “n > qqch(A)” qui assure que I'équation soit vérifiée.

Exemple 9. Montrer que la suite de terme général u,, = Inn+ (—1)" tend vers 4o en utilisant la définition.

Remarque (Nature d’'une suite). Quand on demande la nature d’une suite, on entend par la prouver si elle est
convergente ou divergente. Trois cas sont possibles :

e Lasuite (u,) tend vers une limite finie, cad est convergente.
e Sinon, la suite (u,) est divergente:

- Oubien (u,) tend vers une limite infinie.

- Oubien (u,) n’a pas de limite, par exemple u, = (—1)" ouu, = (—2)".
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Exemple 10 (Essentiel). Soit ¢ € R. Donner la nature de la suite (¢").

Théoréme 13.13 — Unicité de la limite (finie ou non)

Si une suite admet une limite (finie ou infinie), cette limite est unique.

2.3 Opérations sur les limites

Rappel : les formes indéterminées (FI) avec les limites sont :

(boo) 4 (o) Ox () & =

A cause de la FI 0 x (4o0), il existe d’autres FI liées aux puissances et par la formule a” = ¢! ;

00 17

, de sorte que la limite de b, Ina, donne une FI. et

—0 1 — —o0
Par exemple, pour la F1 0° : {an — { 4y

b,—0 b,—0
donc ePnnan aussi, de sorte que aﬁ" donne une FI. En conséquence, 0° conduit & une FIL.

Limite d’'une somme et d'un produit

Théoréme 13.14 — Limite de la somme et du produit

Soit u,v € RY deux suites telles que
u, > LR et v, =l €R
Alors, a condition que cela ne donne pas une forme indéterminée,

Up+v, >0+ 10 Upvp — 00 VA ER Au, — AL

) . .. . L, n—23n?
Exemple 11. Déterminer la limite de la suite de terme général 4, = ———

nyn+1
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Théoréme 13.15 |

Soitu,v € RY. Siu, — 0 et (vn) est bornée, alors u,v, — 0.

Démonstration.

Limite d’un inverse et d'un quotient

On peut montrer que si
vy — £ € R\ {0}

alors v, ne s’annule pas a partir d’'un certain rang N. Ainsi, la suite < est bien définie.
Vn/ n>N

1
Théoréme 13.16 — Limite de —
Un

Soitv € RY.

1 1
1. Siv, — ¢ € R*, alors — — —.
Vn ¢

1
2. Siv, — *£oo, alors — — 0*.

Vn
. R . . 1 4
3. Siv, — 0 etv, > 0 apartir d'un certain rang, alors — — +oo (carv, —07").
Vn
. X oy . 1 -
4. Siv, — 0 etv, <0 a partir d'un certain rang, alors — — —oo (carv, —»07).
Vn

5. Siv, — Oetv, # 0 a partir d'un certain rang, mais que les cas 3 et 4 ne sont pas vérifiés, alors (—)
Vn

n’a pas de limite.

_ n

1
Exemple 12. La suite de terme général v, = (=1) vérifie v, — 0 mais — = n(—1)" n’a pas de limite.
n Vn

Remarque (Limite d'un quotient). Siu, — ¢ € Retv, — ¢ € R\{0}, alors a condition qu’on n'ait pas de forme
indéterminée,

Uy 12

— % J—

Vi v
On a des résultats similaires si v, — 0" ou v, — 07, mais si on est en dehors de ces deux cas, on doit étre trés
prudent, comme le montre 'Exemple 12 (si on prend u, = 1). Pour étre s{ir de ne pas se tromper, on peut aussi

u
réécrire  — =u, x — etappliquer les Théorémes 13.14 et 13.16.
Vn Vn
3
n’+2n+42
Exemple 13. Déterminer la limite de la suite de terme général u,, = L
3nd —n2+1
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Limite d’'une composition par une fonction

Théoréme 13.17 — Limite de f(u,)

Soit [ un intervalle, f : I — R une fonction et u# une suite a valeurs dans /.

u, —ac€R .
limf()=beR U7
xX—a

En particulier, sia € I et f est continue en a, alors b = f(a) et donc f(u,) — f(a).

Exemple 14. Siu, — £ € R, alors " — el

Siu, — 0, alors In(1 +u,) — 0.

2.4 Limites et inégalités

Théoreme 13.18 — Passage ala limite

Soit u et v deux suites convergentes vérifiant u, < v, a partir d'un certain rang. Alors limu,, < limv,.

Démonstration. Supposons par I’absurde que limu,, > limv,,. Alors lim(u,, —v,,) > 0. Cela entraine que u,, — v,, > 0
a partir d'un certain rang, ce qui contredit 'hypothese u,, < v,. Donc limu, < limv,,. O

Q Une inégalité stricte u, < v, devient une inégalité large en passant a la limite : limu,, < limv,. Penser

1
au,=0etv,=—.
n

A Pour passer a la limite dans u,, < vy, il faut que limu, et limv,, aient un sens !
o
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Théoréeme 13.19 - Théoréme d’encadrement |

Soit u,w deux suites convergeant vers une méme limite ¢ € R. Soit v une suite telle que
Uy, < v, < wy a partir d'un certain rang

alors (v,) est convergente et v, — £.

Démonstration.

O

Le principal intérét de ce théoréme est de montrer que (v,) est convergente ! En effet, si on sait déja que (v,) est
convergente, le Théoreme 13.18 suffit pour conclure que v, — /.

Théoréme 13.20 - Encadrement d’'un seul coté |

Soit u et v deux suites vérifiant u,, < v, a partir d'un certain rang.
e Silimu, = +oo, alors limv,, = +oo.

e Silimv, = —oo, alors limu,, = —co.

Ce résultat est lui aussi un théoréme d’existence de limite. Attention au sens : si u, < v, et que limu, = —oo, on
ne peut rien dire sur (v,) : a priori, on ne sait méme pas si sa limite existe.

3 Sens de variation et limites

3.1 Suites monotones

| Théoréme 13.21 - Théoréme de la limite monotone |

Soit (u,) une suite croissante.
e Si(uy,) est majorée, elle est convergente et limu,, = sup{u, | n € N}.
e Si (u,) est non majorée, elle est divergente et limu,, = -+oo.

Soit (u,) une suite décroissante.
e Si (u,) est minorée, elle est convergente et limu, = inf{u, | n € N}.
e Si (u,) est non minorée, elle est divergente et limu, = —co.

Autrement dit, toute suite monotone admet une limite (éventuellement infinie).

n
Exemple 15. Montrer que la suite de terme général u, = Z 2 est majorée. En déduire sa nature.
k=1
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Remarque. Si (u,) est une suite croissante qui tend vers ¢, alors pour tout z on a u, < £.

3.2 Suites adjacentes

Définition 13.22 — Suites adjacentes

w)
:
»
S
=
(97
»
®
o
=)
—t
)
=
)
(@)
[¢]
=)
—t
@
»
»
Z.
=
c
=)
(¢
@
»
~t
o
—
)
=.
»
73
S
=)
—t
&
-
)
c
—
~
(¢
o
T
(@}
—
=}
=.
»
®
S
=)
—t
&
(¢}
~+
»
=,
—
@]
c
—
o
=
o
—
¢}
=)
(@)
(¢}
—t
¢}
=)
o
=]
(¢}
~
»
e

Théoréeme 13.23 — Théoréme des suites adjacentes

Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont la méme limite.

Démonstration.



Remarque. En reprenant les notations de la preuve, si £ = limu,, = limv,, alors
VneN u, <L <v,

et méme
Vp,g e N u, <l <v,

Exemple 16. Etudier la nature des suites définies par :

4 Extraction de suites

4.1 Suites extraites

n

On considere (par exemple) la suite (u,),cn de terme général u, = (—1)"?, dont les premiers termes sont
n

reproduits dans le tableau ci-dessous.
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n 0 1 2 3 4 5 6
ol L2 34156
tn 2031 4|5 67

On remarque que la suite (u,),cn n'a pas de limite... Cependant, si on ne gardait que les termes dont I'indice n
est pair, on obtiendrait une suite qui tend vers 1, tandis que si on ne gardait que les termes d’indices impairs, on
obtiendrait une suite qui tend vers —1. Pour formaliser cela, on a besoin d’'une nouvelle notion.

| Définition 13.24 — Suite extraite — définition “intuitive” I_

Soit (u, )nen une suite réelle. On appelle suite extraite de (u,) toute suite obtenue en ne conservant qu'une
partie des termes de la suite (u,), sans en changer |'ordre.

n
En reprenant la suite u, = (—1)" 1 ci-dessus, on peut définir la suite (v )ren définie par vy = uyi. Ceci permet
n

de ne conserver que les indices pairs :

n o] 1213 a4l 5 |6
S T2 3% 56

tn 213| 415| 6|7

k 0 1 2 3

2 4 6

m ] O 3 5 7

A présent, on constate que vy converge effectivement vers 1. De méme, la suite (14 1)ren convergera vers —1.

Quand on extrait une sous-suite, cela conduit (sauf cas trivial) a un décalage au niveau des indices : v3
ne correspond pas au terme d’indice 3 de (u,), mais a celui d’indice 6.

Dans le cas général, nous avons besoin d'une notion supplémentaire : celle d’extractrice.

Définition 13.25 - Extractrice I_

1
On appelle extractrice toute application ¢ : N — N strictement croissante. .

Théoréme 13.26 |

Soit ¢ une extractrice. Alors pour toutk € N, ona (k) > k.
De plus, si y est une seconde extractrice, alors ¢ o ¥ est aussi une extractrice.

Exemple 17. Les applications suivantes sont typiquement des extractrices :

k—k+1 k— 2k k—2k+1

G. Peltier 15/28
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Définition 13.27 — Suite extraite — définition rigoureuse

Soit u € RY. Une suite (v)ren est appelée suite extraite de (u,) ou sous-suite de (i,) s'il existe une
extractrice ¢ telle que

Vk e N Vi = Ugp(k)

Autrement dit, (Vk)keN = (u(p(k))keN.

La valeur de ¢(0) correspond donc al'indice du premier terme de (u,,) qu'on garde. ¢(1) est'indice du deuxieme
terme, @(2) est'indice du troisiéme, etc.

En pratique, pour définir la suite extraite v, on fait tout avec la méme lettre que la suite u (typiquement
n). On dit par exemple que (uy(n) )nen €St une suite extraite de (uy)nen-

Remarque. En pratique, pour calculer uy,), il suffit de prendre I'expression de u, et de remplacer n par o(n).

Exemple 18. Soit (u,),cn la suite de terme général u,, = sin (na) X T
n

o Le terme général de (uz;) est .................
o Le terme général de (ta;11) €St eucuvveunenee.

o Le terme général de (u4y,13) €St .cuvuenenennee.

Définition 13.28 — Valeur d’adhérence I_

On dit que ¢ € R est une valeur d’adhérence d'une suite (u,) s'il existe une suite extraite (uy/,)) telle que
Up(n) — /.

Attention, pour que ¢ soit une valeur d’adhérence, il faut que ¢ soit fini.

Exemple 19. En reprenant I’'Exemple 18, on constate que les trois sous-suites concernées tendent vers les limites
0, 1 et —1 : ce sont des valeurs d’adhérence de (u,).

| Théoréme 13.29 |

Soit (u,) une suite réelle qui tend vers £ € R. Alors toute suite extraite (i,)) tend vers /.

| Corollaire 13.30 |

Soit (u,) une suite réelle. S’il existe deux suites extraites de (#,) qui admettent des limites différentes
(dans R), alors (#,) n'admet pas de limite.

En particulier, si une suite admet au moins deux valeurs d’adhérence, cette suite n’admet pas de limite.

Démonstration. Supposons par 'absurde que (u,,) admet une limite dans R. Alors toute suite extraite converge-
rait vers cette méme limite, ce qui contredit '’hypothese. O
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| Méthode |

Pour montrer qu’une suite n'admet pas de limite, on peut notamment montrer qu'on peut en extraire
deux sous-suites qui tendent vers des limites distinctes.

(=D)"

n

Exemple 20. Montrer que la suite de terme général u,, = en { J n'admet pas de limite.

| Théoréme 13.31 |

Soit (u,) une suite réelle et £ € R. Siua, — £ et up, 1 — ¢, alors u, — £.

Démonstration. Montrons que u, — £. Soit € > 0. Montronsque 3N € N Vn >N |u, —¥{| < €.0r,
e up, — ¢ doncilexiste N; € Ntelque Vk > Ny |uy—¥¢| <€
e up,1 — £, doncil existe N; € Ntel que Vk > Ny |ugpy1 — 4| < €
On pose N = max (2N, 2N, + 1). Soit n > N. Montrons que |u, — | < €.
e Sin est pair, alors n = 2k avec k € N. Comme n = 2k > 2Ny, onak > Ny, donc |uy, — ¥| = |u, — ¢ < €.
e Sinestimpair, alorsn =2k + 1 avec k € N. Commen =2k+1>2N,+ 1, onak > N, donc |ug+ — | =
lu, — 0] < €.
O

4.2 Le théoreme de Bolzano-Weierstrass

Définition 13.32 |

On appelle segment de R tout intervalle fermé borné, cad tout intervalle de la forme [a, b] aveca,b € R
eta<b.

Théoréeme 13.33 — Théoréme des segments emboités

Soit I, = [an, bn] une suite de segments tels que 1, C I,. On suppose que la largeur (b, — a,) de I, vérifie
(by —an) — 0.
Alors I'intersection m I, est un singleton.

neN
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Démonstration. Comme [anH,an] C [an,bn],ona
an < Ay et bny1 < by

Ainsi, (a,) est croissante, (b,) est décroissante et b, —a, — 0. Ce sont des suites adjacentes, et donc il existe
L€ Rtelquea, — Leth, — L.
Comme ce sont des suites adjacentes, on a

VneN a,</l<b,
—VneN [lel,

= le (I
neN

Ceci montre que {¢} C ﬂ I,. Réciproquement, montrons que ﬂ I, C {¢}.Soitx € ﬂ I,. Grace aux équivalences

neN neN neN
ci-dessus, on a

VneN a,<x<b,

et passant a la limite, on trouve ¢ < x </, doncx = /. Ainsi (") I, C {¢}. Finalement
neN

(1. ={¢}

neN

Théoréme 13.34 — Théoréme de Bolzano-Weierestrass |

Toute suite bornée admet une sous-suite convergente.

Démonstration.






Exemple 21. La suite (sinn),cn posséde au moins une sous-suite convergente.

5 Suites complexes

5.1 Généralités

| Définition 13.35 |

1 1
. On appelle suite complexe toute application u € CN. On note 1a encore u,, := u(n). :
1 1

On peut a nouveau définir la somme et le produit de suites complexes, cf Définition 13.2.

Cependant, comme la relation < n’a pas de sens sur C, les notions de suites majorées, minorées, et tout ce qui
concerne le sens de variation n’a pas de sens pour les suites complexes. Cependant, la notion de suite bornée a
un sens :

Définition 13.36 |

Une suite complexe (u,) est dite bornée lorsque la suite de terme général |u,| est majorée, i.e.

Théoréme 13.37 |

Soit u € CN. Alors (u,) est bornée si et seulement si les suites (Reu,) et (Imu,) sont bornées.
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5.2 Limite d’'une suite complexe

Pour les suites complexes, on ne définit pas la notion de limite infinie. Il y a donc uniquement les suites
convergentes (limite finie) et les autres, qui sont divergentes.

Définition 13.38 - Convergence dans C

Soitu € CN et/ € C. On dit que (u,) tend vers ¢ ou converge vers ¢ lorsque

Ve>0 INeN Va>N  |u,— (| <e 5
et on écrit u, — ¢ oulimu, = /. E

Comparé aux suites réelles, la valeur absolue est donc devenue un module. Beaucoup de résultats s’étendent au
cas complexe en modifiant un peu les preuves :

Théoréme 13.39 |

e Lalimite éventuelle d'une suite complexe est unique.
e Toute suite complexe convergente est bornée.

e Pourtousu,ve CNetl,l' € C

Uy +v, >0+ 0
Ny Au, — AL pour tout A € C
" — EE/
4 ”1’!"" _>1
— =3 7 sif # 0 et u,, # 0 a partir d’'un certain rang
Up

e Si (u,) est bornée et v, — 0 alors u,v, — 0.

Enfin, on a également cette caractérisation utile pour se ramener au cas réel :

Théoreme 13.40 |

Soit u € CN et £ € C. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. u, — /¢
2. Reu,, — RefetImu, — Im/

Enfin, le théoréme d’encadrement et la notion de suites adjacentes utilisent 'ordre < et n’ont donc pas d’équi-
valent pour les suites complexes.

5.3 Suites extraites (cas complexe)
Toutes les définitions et les théoremes de la section 4.1 restent valides dans le cas complexe.

Remarque (Sous-sous-suite). Etant donné une suite u (réelle ou complexe) et deux extractrices @, y :

(ug(n)) estunesous-suitede (uy)
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(u¢(w(n))) est une sous-suite de (u(p(n)) etdoncde (u,)

Par contre, (uyy(x))) N'est en général pas une sous-suite de (up(,)) :

Exemple 22 (Contre-exemple). Siu, =n, ¢(n) =2nety(n)=n+1,

Uy(p(w) = tant1 =20+ 1

n'est clairement pas une suite extraite de la suite (u¢(,)) = (#2,) = (2n), car elles n’'ont aucun terme en commun.

Théoréme 13.41 — Bolzano-Weierstrass complexe

Toute suite complexe bornée admet une sous-suite convergente.

Démonstration. Soit u € CN une suite bornée par un réel K > 0. Ainsi,

VneN

|Reu,| < |un| <K

Donc la suite réelle (Reu,) est bornée. Par le théoreme de Bolzano-Weierstrass réel, il existe une sous-suite

(Reuy(,)) qui converge vers a € R.

O
6 Suites particulieres
6.1 Suites récurrente linéaire d’ordre 1
Soit u € K une suite (réelle ou complexe).
Suite arithmétique Suite géométrique
_ VvneN u, 1 =qu
Définition : VnEN Uit =t r Définition : et g
avec r € K la raison de la suite. avec g € Klaraison de la suite.
Terme général : u,, = uy + nr Terme général : u, = q"uo
Somme des termes : Somme des termes :
1°" terme + dernier terme er 1 — raisonnembre de termes
Zuk = nb de termes X Zuk = 1*" terme X -
2 1 — raison
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Définition 13.42 |

On dit que (u,) est une suite arithmético-géométrique s'il existe a,b € K tels que

Méthode — Terme général d’'une suite arithmético-géométrique

Upy1 =au,+Db
0] =aw+b
Ainsi, la suite (u, — ®),cn est géométrique de raison a.

2. On écrit { = (Up11 — 0) =a(u, — )

3. En tant que suite géométrique : u, — ® = (up — ®) x a", donc

up =0+ (up— @) xa"

VneN = b
On cherche le terme général de la suite (u,) définie par { " 7 Hotl ST aveca # 1.
Uy €
. . b
1. On cherche un point fixe, i.e. un @ € K tel que ® = aw + b. On trouve ® = T
—a

6.2 Suites récurrente linéaire d’ordre 2

Soit # € KN une suite (réelle ou complexe).

Définition 13.43 — Suite récurrente linéaire d’ordre 2 I_

u est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 s'il existe a,b € K tels que

VneN Uptp = AUyt + buy

On définit I’équation caractéristique associée

Pour qu’une telle suite soit bien définie, il faut aussi donner les valeurs de ug,u; € K.

Théoréme 13.44 - Résolution, K = C

On suppose que K = C.

e Si (Car) admet deux racines distinctes ry,r, € C, alors il existe A, B € C tels que
VvneN  u,=Ar{+Br)
e Si (Car) admet une racine double r € C, alors il existe A, B € C tels que

VneN  u,=r"(A+Bn)

G. Peltier
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Théoréme 13.45 - Résolution, K =R

On suppose que K = R.

e Si (Car) admet deux racines distinctes rj,r, € R, alors il existe A, B € R tels que
VvneN  u,=Ar{+Br),

e Si (Car) admet une racine double r € R, alors il existe A, B € R tels que
VvneN  u,=r"(A+Bn)

e Si (Car) n'a pas de racines réelles, les racines complexes sont, sous forme exponentielle, r = pe"6 et
7. Alors, il existe A, B € R tels que

VvneN  u,=p"(Acos(nf)-+ Bsin(nb))

Démonstration. Plus tard, dans un chapitre qui n’a, semble-t-il, aucun rapport... Surprise ! O

Les valeurs ug,u; données permettent de calculer les constantes A, B en regardant les formules pour n = 0 et
n=1.

up=20
Exemple 23. Calculer le terme général de la suite de Fibonacci (u,), définie par { u; = 1

VneN Upt+y = Upt1 + Uy



Etonnant : malgré toutes ces racines carrées, onau, € N!

6.3 Suites récurrentes d’ordre 1, cas général

On se place dans le cas K = R. On suppose que I C R est un intervalle non trivial. Enfin, on considere f : I — R
une fonction.

Définition 13.46 — Suite récurrente d’ordre 1 I_

Une suite u € RY est dite récurrente d’ordre 1 (associée a f) si

Une telle suite (#,) n'est pas nécessairement bien définie.

Définition 13.47 l_

SoitJ C I. On dit que J est stable par f si f(J) C J, cad
Vxed  f(x)eJ

Si un tel ensemble J existe, alors pour tout a € J, la suite

uy=ada
un+1 = f(u,) pourtoutn € N

est bien définie et pour toutn € N,onau, € J.

Démonstration. Comme f : J — J est bien définie, on a par récurrence immédiate que pour toutn € N,

= (fofo--of)(uo)
n fois

est bien défini et appartient a J. O

| Théoréme 13.48 |

ug €J

Soit f : J — J une fonction et u € RY une suite vérifiant
VneN Uni1 = f(un)

Si (u,) converge vers ¢ € J et f est continue en ¢, alors

f)=¢
Un réel ¢ qui vérifie f(¢) = £ est dit un point fixe de f.
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Démonstration. Comme u, — { et que f est continue en ¢, alors f(u,) — f(¢). De plus u,+; — ¢. Donc en
passant a la limite dans u, 1, = f(u,), on trouve

C=limu,; =lim f(u,) = f(¢)

Méthode - Vous serez parfois guidés!!

On souhaite étudier une suite récurrente u, | = f(u,) avec up donné.
1. Ftudier f pour dresser son tableau de variations (avec les bornes).

2. Résoudre I'équation f(¢) = . Placer chaque solution dans le tableau.
Info utile : si u, — ¢, alors £ € S (ensemble solution de f(¢) = ¢).

3. Identifier un intervalle J, le plus petit possible, tel que
up€J  Jeststablepar f  festmonotone surJ

11 faut chercher les bornes de J parmi les valeurs “remarquables” du tableau qui encadrent uy.
Info utile : (up € J et J eststablepar f) — VneN u, €J

4. Si f est décroissante sur J, vous serez guidés... Si f est croissante sur J, alors deux cas possibles :

(@) Siu; > ug, alors comme f est croissante, u,; > u, par récurrence immeédiate. D’ol1 la suite
(u,) est croissante.

(b) Siu; < ugp, alors comme f est croissante, u,1 < u, par récurrence immédiate. D’otl1 la suite
(u,) est décroissante.

5. Faire le bilan de toutes les infos obtenues aux étapes 2, 3 et 4, qui peremttent de conclure sur la
nature de (u,) ainsi que sa limite.

. 1
Exemple 24. Etudier la suite récurrente u,, | = 3 (u,zl +8) avec up = 1, puis avec uy = 5.
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7 Méthodes pour les exercices

| Méthode |

Pour montrer qu'une suite (u,) est monotone, on peut :

e étudier le signe de u,41 — uy,.

Un

esi YneN u,>0 onpeutcomparer L avec 1.

Up
e sion aune relation explicite u, = f(n), étudier la monotonie de f.

| Méthode |

Pour montrer qu'une suite (u,) converge, on peut :

e chercher si elle est croissante majorée, ou décroissante minorée.
e I'encadrer par deux suites convergentes de méme limite.
e chercher une autre suite qui lui serait adjacente.

e montrer que les deux suites extraites (uy,) et (#2,+1) convergent vers la méme limite.

| Méthode |

Pour montrer qu’'une suite (u,) diverge, on peut :

e en extraire deux sous-suites qui admettent des limites différentes.
e tenter de la majorer par une suite qui tend vers —oo ou la minorer par une suite qui tend vers +oo.
e chercher si elle est croissante non majorée, ou décroissante non minorée.

e chercher si elle n’est pas bornée.
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